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INSTRUCCIONES

(1) El examen debe realizarse de manera individual.
(2) No estd permitido el uso de ningiin material bibliografico.

(3) Todo resultado utilizado en sus argumentaciones debe ser establecido
de manera precisa en el examen.

(4) Todos los puntos tienen igual valor.

(5) El tiempo de duracién del examen es de 2 Horas.
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Calificacion:




I. Responda sélo tres de los ejercicios propuestos

1) Defina sucesion de Cauchy en R y muestre que toda sucesiéon de Cauchy es con-
vergente.

(2) Pruebe o refute: Si f: R — R es continua y (z,), es una sucesién de Cauchy,
entonces (f(z,)), es una sucesién de Cauchy.

(3) Demuestre que si |Zn40 — Tpi1| < 3|Tnt1 — @,| para cada n € N, entonces (z,),
es una sucesion de Cauchy.

1
(4) Considere la sucesién definida recursivamente: x; = 1y x4 = H% Muestre
n
que (z,), es una sucesién convergente.



II1.
Sea f: R — R una funcién y S C R un conjunto no vacio.

(1) (i) Explique el significado de que f sea continua en S, (ii) Explique el significado
de que f sea uniformemente continua en S, (iii) Dé un ejemplo de una funcién que
sea continua, pero no uniformemente continua en algin conjunto S.

(2) Sean (X,d) un espacio métrico dado y sea (z,), C X una sucesién convergente
en X a . Muestre que el conjunto Y = {z, : n € N} U{z¢} es compacto.

(3) Considere el espacio métrico C'([0, 1]) de funciones continuas en [0, 1] con la métrica
d(f,g) = sup |f(z) — g(x)|.
z€[0,1]

Considere el conjunto Y = {f,, : n € N} € C([0, 1]), donde la sucesién viene dada
por f,(z) = x". Determine, justificando su respuesta, si Y es compacto o no.



I11.

(1) Sea f: R — R una funcién diferenciable en x = 0 tal que f(z +y) = f(z)f(y).
Muestre que f es diferenciable en R.

(2) Considere la funcién

i 0,0

f(ﬁ,?J)—{ S (z,y) # (0,0)

0, (z,y)=(0,0)

a) Todas la derivadas direccionales existen? en (0,0)7
b) f es diferenciable en (0,0)7



IVv.
a) Demuestre que la integral impropia

o
/ e Tl de.
0

converge para s > 0.

b) El plano x +y + 2z = 12 intersecta al paraboliode z = 2% + 4 en una elipse. Determine
i) el plano normal a la elipse en el punto P(0,3,9).
ii) el punto més alto y més bajo.



