
UNIVERSIDAD DEL VALLE
Posgrado en Ciencias Matemáticas
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INSTRUCCIONES

(1) No se permite el uso de ningún material, incluido el bibliográfico.

(2) El examen debe realizar de manera personal

(3) Todo resultado utilizado en la argumentaciń debe ser establecido en el
examen.

(4) Todos los puntos tienen igual valor

(5) El tiempo de duración es de 180 min.

Aspirante:

Calificación:
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I.- Sucesiones y Series
Nota: Escoja dos de tres.

(1) Considere la siguiente sucesión definida de manera recursiva por:

s1 >
√

5, sn+1 =
1

2

(
sn +

5

sn

)
, n ≥ 1

Muestre que {sn}n decrece monotónicamente y que limn→∞ sn =
√

5
(2) Suponga que la serie de términos positivos

∑
an converge. Muestre que:

(a) la serie
∑

1/a3
n diverge,

(b) la serie
∑

a4
n converge,

(c) la serie
∑√

an/n
p converge para p > 1/2. (use Cauchy-Scharwz)

(3) Encuentre el conjunto de todos los números reales x para los cuales la serie dada
convergetales que intervalo de convergencia de la serie real

∑ xn

√
n

log(
2n + 1

n
)

II.- Continuidad y Diferenciabilidad
Nota: Escoja tres de cuatro.

(4) Suponga que f : R → R es una función uniformemente continua. Muestre que
existen constantes positivas a, b tales que

|f(x)| ≤ a|x|+ b, for x ∈ R.

(5) Sea f : E → R una función continua definida sobre un espacio métrico compacto
E tal que f(E) ⊂ Z. Muestre que f(E) consiste de un número finito de puntos.
Más aún, si E es conexo, muestre que f(E) se reduce a un punto.

(6) Sea f : M → N una función definida sobre un espacio métrico M en otro espacio
métrico N la cual satisface que la siguiente condición: Si una sucesión (pn)n en M
converge entonces la sucesión (f(pn))n en N converge.
Muestre que f es continua.

(7) Sea f : R → R una función diferenciable, f(0) = 0, f
′
(x) > f(x) para x ∈ R.

Muestre que f(x) > 0 para x > 0.
III.- Convergencia Uniforme
Nota:Escoja dos de tres.

(8) Considere la sucesión fn(x) = 2nx
1+n2x2 , con x ∈ R.

(a) Muestre que fn converge puntualmente a la función cero.
(b) Muestre que la convergecia no es uniformemente a f(x) = 0 en [0, 1].
(c) Muestre que la convergecia es uniformemente a f(x) = 0 en [1,∞).

Estudie el máximo de fn en R.
(9) Sea f una función continua en [0, 1]. Muestre que existe una sucesión de polinomios

(pn)n tales que

lim
n→∞

∫ 1

0

|f(t)− pn(t)| dt = 0.
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Utilice el Teorema de Aproximación de Weierstrass.
(10) Sean fn, gn : R→ R funciones dadas para n ∈ N tales que {fn} y {gn} convergen

uniformemente en R a f y g respectivamente. Si {fn} y {gn} son sucesiones
acotadas, muestre que {fngn} converge uniformemente a fg.
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