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Instrucciones

No se permite el uso de ningún tipo de material bibliográfico en la
solución del examen. Todo resultado utilizado en sus argumenta-
ciones debe ser establecido de manera precisa en el examen.
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I.- Sucesiones y Series

(1) Considere la siguiente sucesión definida de manera recursiva por:

s1 =
√

5, sn+1 =
√

5 +
√

sn, n ≥ 1

Muestre que {sn}n es convergente. Verifique que dicha sucesión es creciente y
acotada por M =

√
5.

(2) Encuentre el intervalo de convergencia de la serie real

∑ n4

5n
(2x− 1)n
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II.- Continuidad y Diferenciabilidad
(3) Muestre que si f es una función continua sobre [a, b], entonces f([a, b]) es un punto

o un intervalo cerrado y acotado.

(4) Sea f una función uniformemente continua de un espacio métrico X en un espacio
métrico Y . Muestre que {f(xn)}n es una sucesión de Cauchy en Y para toda
sucesión de Cauchy {xn)}n en X.

(5) Sea f : [0,∞) → R una función continua con f(0) = 0. Suponga que f
′
(x) existe

para x > 0 y que f
′
es una función creciente. Muestre que la función

g(x) =
f(x)

x

es monótona creciente. Use primero el Teorema del Valor Medio para estimar f(x)
x

con x > 0 y luego muestre que g
′ ≥ 0 para x > 0 calculando xg

′
con x > 0.
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III.- Convergencia Uniforme
(6) Considere la sucesión de funciones fn(x) = xe−n2x2

, x ∈ [0,∞). Determine si la
sucesión dada converge uniformemente [0,∞).

(7) Sea f una función continua en [0, 1] tal que
∫ 1

0
f(x)xn dx = 0, n = 0, 1, 2, ··.

Muestre que f(x) = 0 en [0, 1]. Utilice el Teorema de Weierstrass para mostrar

que
∫ 1

0
f(x)2 dx = 0.

(8) Sean fn, gn : R→ R funciones dadas para n ∈ N. Si {fn} converge uniformemente
a cero y {gn} es una sucesión acotada. Muestre que {fngn} converge uniforme-
mente a cero en R
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