Examen de Admision
Noviembre del 2008

Problema 1. En R* encontrar la distancia del origen a la recta que pasa
porv=(1,2,3,4) vy w=(1,1,1,1).

Problema 2. Sea A = (1 8) . Encontrar una matriz B tal que B~'AB

1 3
es una matriz diagonal.

Problema 3. Sea V un espacio con producto interno de dimensién finita
y sea T un operador lineal en V. Sea W un subespacio T-invariante. Sea
W+ el complemento ortogonal de W. Demuestre que W+ es invariante
bajo el operador adjunto T*. Recuerde que (T'(u),w) = (u,T*(w)) para
cada u,w € V.

Problema 4. Demuestre que el polinomio caracteristico fr(x) de un
operador diagonalizable T': R™ — R" siempre es un producto de factores
lineales fr(z) = c¢(x — a1)(x —az) -+ (x — a,) en donde ¢, ay,---,a, € R.

Problema 5. Sea T': C" — C" un operador lineal. Suponga que existe
un polinomio f(x) cuyas raices son todas distintas y tal que f(7T) es el
operador nulo. Demuestre que T' es diagonalizable.

Problema 6. Sea f:R — R una funcién continua. Sea ¢ un ntimero real
positivo. Sea g(z) = fxxjcc f(y) dy. Demuestre que g(z) es diferenciable
para cada x € R y calcule su derivada.

Problema 7. Sea {xn} una sucesiéon de ntmeros reales tal que =, — 0
cuando n — oo. Sea {yn} una sucesion tal que para cada ¢ > 0 existe N
tal que n > N implica |x,, — y,| < €. Decir si lo anterior implica que {yn}
es convergente. Demostrar sus afirmaciones.

Problema 8. Pruebe por induccién que 1+2+3+---+n =n(n+1)/2 se
cumple para cada n € N. Evaluar la integral fol x dx usando la definicion
de integral como el limite de sumas de Riemann.

Problema 9. Sea f(0,y) = 0 para cada y € [0,1] y para x € (0, 1] sea
dy/x si 0<y<ux/4,
flz,y) =< 2—4dy/x siz/4<y<uz/2
0 siz/2<y<l1.

Determinar todos los puntos en donde f no es continua.



Solucién 1. La ecuacién de la recta es f(t) = w + (v — w)t. Ahora bien,
I£)1? = ||(1, 1 +¢, 14+ 2t, 1 + 3t)||*> = 4 + 12t + 14¢? alcanza un minimo
ent=—3/7.

Solucion 2. Respuesta B = (_14 ?) En efecto, sean vy = <_14> y

Vg = (?) Entonces

-1 0 0 0
Avlzvl<0 0) y AU2:U2<O 5).

Solucién 3. Sea u ortogonal a W. Afirmamos que T%(u) es ortogonal a
W. Sea w en W. Tenemos (w|T™*(u)) = (T'(w)|u) = 0 pues T'(w) estd en
W' y u es ortogonal a W.

Solucion 4. Considere una base de R” tal que la matriz D de operador
T es diagonal. Calcular fr(z) = det(D — xI).

Solucién 5. Puesto que f(x) anula a T, entonces f(x) es divisible por
el polinomio minimal de 7. Como f(z) tiene todas sus raices distintas,
entonces también el polinomio minimal tiene todas sus raices distintas.
Por lo tanto el polinomio carateristico tiene todas sus raices distintas. Por
lo tanto T" es diagonalizable.

x+c

Solucién 6. Nétese que g(z) = [, f(y)dy — OI_C fly)dy. Por el

teorema fundamental del calculo tenemos que ¢'(z) = f(x +c¢) — f(x —¢).
Solucion 7. Se cumple que y,, — 0. En efecto

Ynl < |@n — Yn| + 20| < 26
si n es mayor que N y tan grande que |z,| < €.

Solucion 8. En efecto,

Solucién 9. Tenemos que 1 = lir% f(z,z/4) # f(0,0) = 0.



