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Universidad del Valle
Posgrado en Matematicas Area de Algebra
Examen de Admision 20-06-06

Instrucciones: i) Recibe dos secciones " grupos' y "anillos y polinomios' verifique
gue las tiene. ii) De cada una de las partes "grupos’ y "anillos y polinomios"
seleccione cuatro puntos pararesponder. iii) Agrupe Yy entregue aparte las
respuestasde” grupos' y lasde " anillosy polinomios’ iv) Tiene dos horas para
responder.

Grupos
1 Sea M un monoide y U(M) e conjunto de la unidades (elementos

invertibles) de M.

z Demuestreque U (M) esun grupo.

2 Determine s cuando f : M; — M5, es un morfismo de monoides
entonces f se extiende a un morfismo U (f) : U(M;) — U (M) de
grupostal que U(fog) =U(f) oU(g)-

211 Sedefinelafuncion deEuler ¢ : N — N por

#(1) =1y ¢p(n) =#{meN/1<m <ny(n,m)=1}
Demuestreque ¢(n) = ord U (Z,,).

2 Sea B un subgrupo de un grupo G. Considere las relaciones (de
equivalencia)z X y < zy ' € B Yy zny Sz lyeB.
7) Muestre que ninguna de esas relaciones es compatible con la

operacion degrupodeG.
1) Demuestre que las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a & escompatible con la operacion de G.
b ~ escompatible con la operacion de G.
Cc R = -
d B esun subgrupo normal de G.
e B es el nacleo de un homomorfismo.
3 Determine si normalidad de subgrupos se preserva por:
3 imagen directa de homomorfismos de grupos.
1 imagen reciproca de homomor fismos de grupos.

iii  cociente N <Gy H <1 GentoncesN/(NNH) <G/H.
v Producto: si Nier < Gier = [[NV: < [ G-
iel iel

4 Sea G un grupo de orden 16200. Qué subgrupos de G y de qué orden se
gar antiza que existen y porque?

5 Clasifigue por medio de la relacién de isomorfismo entre grupos los siguientes
grupos. Si alguno de las partes del listado carece de sentido matematico indiquelo
explicitamente.
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Anillosy polinomios

Sea f =Y a;x’ € Z[z], pesprimoy f = > a;x’ € Z,[z] donde a es la

imagen de a bajo e epimorfismo canénico Z — Z,. Demuestre que s f es
monico y f es irreducible en Z,[x] para algin primo p entonces f es
irreducible en Z[z]. Dé un gemplo para mostrar que la afirmacion no es
ciertas f noesmonico.

Sea R un anillo conmutativo, unitarioy J lainterseccion detodoslosideales
maximalesde R. Demuestreque J = {a € R; 1 — ab € R*, Vb € R}.

Sea A un anillo conmutativo unitarioy P ( € A) un ideal primo. Demuestre
que

i S = A — P esun subconjunto multiplicativo.

i El conjunto M = {2; a € P} esinideal maximal de Ap = S~ A.
ii Ap esun anillolocal.

Sean p, ¢ elementos de un dominio deintegridad R. Demuestre que

i pesprimos y sdlos (p) esunideal primo no nulo.

ii c esirreducibles y solo s (¢) esun ideal maximal en el conjunto S
detodoslosideales principales propiosdeR.

iii Cualquier elemento primo de R esirreducible.

iv Si R es un dominio de ideales principales enbtonces p es primo s y
sdlos pesirreducible

Sea A un anillo no nulo. Demuestre que los siguientes enunciados son
equivalentes:

i A esun campo.

i Los unicosidealesde A son (0)y (1).

i Cualquioer homomorfismo de A en un anillo no nulo esinyectivo.



