EXAMEN DE ADMISION AL POSGRADO EN MATEMATICAS

JUNIO 2009

Resuelva cada uno de los ejercicios justificando sus afirmaciones.

k

1. a) Mostrar que lim y_y =0 parak=1,2,3.
y—oo €

b) Sea f: R — R la funcién

[ eV parax >0,
f(x)_{o para z < 0.

Probar que f'(0) y f”(0) existen y son iguales a cero.

2. Sea f: R?* — R dada por
flay,z)=( y z)[ 2 0 =2y

Sea S? = {(z,y,2) € R? : 2% + y? + 22 = 1} la esfera unitaria. Considere los
nimeros s = inf{f(v) : v € S*} y t =sup{f(v) : v € S*}.
a) Explique por qué existen puntos p,q € S? tales que s = f(p) y t = f(q).
b) Suponga que existe una base ortonormal {vi, vs,v3} de R® que consiste
de vectores propios de la matriz

cuyos valores propios son Ai, Ao, A3, respectivamente. Bajo estas circuns-
tancias, pruebe que

f(Ozl’Ul + aovy + Oég"Ug) = )\1@% + )\20&% + )\30./3

para cada terna de numeros reales aq, as, as.

¢) Encuentre una base ortonormal de vectores propios de A y sus respectivos
valores propios.

d) Determine todos los puntos p € S? tales que s = f(p) y todos los puntos
q € S? tales que t = f(q).



3. Sean By = {v1,v9,v3} y By = {v1,v9,v3} bases de R? que difieren solamente
en el tltimo vector. Para cada 0 < t < 1 se define vf = (1 — ¢)v] + tv3.
Sean Dy = det(vy vovy) y Dy = det(v; vy vl) los determinantes de las matrices
cuyas columnas son los elementos de By y Bj, respectivamente. Mostrar que
{v1,v9, 0L} es una base de R?® para cada t € [0,1] si y sélo si DyD; > 0.

4. En lo que sigue, k denota un entero no negativo, x representa cualquier niimero
en el intervalo [0,1], y f,, : [0,1] — R es la funcién f,(z) = n*z"(1 — x) para
cada n entero positivo.

k

a) Encuentre lim y lim n"z™.

n—oo N, 1 n—oo
b) ;Para qué valores —Ee k se cumple que la sucesién { f,,} converge puntual-
mente en el intervalo [0, 1]7
c¢) Halle el maximo de la funcién f,(z) en el intervalo [0, 1].
d) ;Para qué valores de k se cumple que la sucesién {f,} converge unifor-
memente en intervalo [0, 1]?



