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1. Se dice que a es una ráız doble del polinomio p(x) si existe otro
polinomio q(x) tal que p(x) = (x− a)2q(x). Demuestre que a es
una ráız doble de p(x) si y sólo si p(a) = p′(a) = 0.

2. Indique si las siguientes afirmaciones son ciertas o falsas dando
argumentos (por ejemplo, enunciando los teoremas apropiados)
o proporcionando un contraejemplo.

a) Si A es una matriz 3× 3 y la ecuación Ax =

2
1
0

 tiene una

única solución, entonces A es invertible.
b) Si A y B son matrices que conmutan, entonces det(A+B) =

detA + detB.
c) Si una matriz A de tamaño n × n tiene n valores propios

distintos, entonces los vectores propios de A son una base
para Rn.

d) Si S = {v1, v2, . . . , vn} consiste de vectores no nulos que son
mutuamente ortogonales (es decir, el producto punto satis-
face vj · vk = 0 para todo j 6= k), entonces S es un conjunto
de vectores linealmente independientes.

3. Sea f : R3 → R dada por f(x, y, z) = x(y + 1)(1 − z2), y sea
S2 = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 = 1}.
a) Explique por qué existen puntos q ∈ S2 tales que f(q) = s,

donde s = ı́nf{f(p) : p ∈ S2}.
b) Indique si s < 0.
c) Encuentre todos los puntos q ∈ S2 tales que f(q) = s.

4. Determine todas las funciones f diferenciables tales que

(f(x))2 =

∫ x

0

f(t)
t

1 + t2
dt.

1



2 JUNIO DE 2010

5. Sea V el espacio vectorial de funciones reales de variable real
cuya base es B = {1, x, ex, xex}. Sea T el operador en V definido
por

T (f) = f − df

dx
.

Determine
a) la matriz de T con respecto a la base B,
b) el polinomio caracteŕıstico y el polinomio mı́nimo de T ,
c) el rango y la dimensión del núcleo de T ,
d) una base para la imagen y otra para el núcleo de T ,
e) todos los valores propios de T .

6. Sea cn ∈ C tal que
1

(1 + n)2
< |cn| <

1

n

(
1 +

1

n

)n

para todo

n ∈ N.
a) Demuestre que f(z) =

∑∞
n=1 cnz

n converge para todo z ∈ C
tal que |z| < 1.

b) Demuestre que
∑∞

n=1 cnz
n diverge para todo z ∈ C tal que

|z| > 1.

c) Si fN(z) =
∑N

n=1 cnz
n para cada N ∈ N, demuestre que la

sucesión {fN}N∈N converge uniformemente a f en {z ∈ C :
|z| < r}, donde 0 < r < 1.


