EXAMEN DE DIAGNOSTICO
POSGRADO CONJUNTO UNAM-UMICH

NOVIEMBRE DE 2009

1. Sea f : R — R una funcién dos veces diferenciable que satisface

e f’(t) < 0 para todo t € R,
o th () =-1/2,
o lim f(t)=2,

o f(1)=f(2)=1
Sean I} = (—o0, 1], I, = (1,2], I3 = (2, 00).

a) Determinar el nimero de ceros de f en cada uno de los intervalos Iy, I, I.

b) Determinar el nimero de maximos locales de f en cada uno de los inter-
valos Iy, I, I3.

¢) Determinar el nimero de minimos locales de f en cada uno de los inter-
valos ]1, IQ, [3.

d) Encontrar tlilglo f)y tgmoof(t).

e) Indicar si f tiene maximos o minimos globales y en qué intervalo estan.
f) Hacer un dibujo de una posible gréfica de f.
Valor: 6 puntos.

2. Sea L : R? — R? una transformacién lineal cuya matriz es de la forma M =

(z _ab>, con a,b € R. Mostrar que L no es biyectiva si y sélo si M = 0.

Mostrar que la inversa de M también es de la forma (C

d _Cd>, con ¢,d € R.

Valor: 5 puntos.

3. Sea f :[0,1] — R una funcién continua tal que para cada z € R se cumple la

igualdad
T 1 1'2
/ f(t)dt:/ th(t)dtvL?JrO
0 T

para alguna constante C' € R. Dar una férmula explicita para f(x) y calcular
la constante C'.
Valor: 9 puntos.
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4. a) Sea S = 1) +al|l-1|+31 0 s a, 3 €R p el conjunto solu-
0

D.

6.

7.

0 -1

0
ciéon de Az = | 1|, z € R®. Encontrar A € Matsy3(R).
2

2 2 1
b) Sean K =< a|[—-1]4+8| 0 | :a,0eERy, 2g=|—-1]y
0 —1 0
D = {||zo —y|| : y € K}, donde ||z|| denota la norma euclideana de

x € R3. Encontrar inf D.
Valor: 9 puntos.

Sea f : R — R la funcién definida por

1
) = x+x2cosz six#0,
0 sizx = 0.

a) Mostrar que f es continua en todo punto.

b) Mostrar que f es diferenciable en todo punto.

c) Calcular f'(0).

d) Mostrar que la derivada no es continua en z = 0.

e) Mostrar que f no tiene inversa en cualquier vecindad de z = 0.

f) iPor qué este ejemplo no contradice el teorema de la funcién inversa?
Valor: 9 puntos.

Sea R[] el espacio vectorial de polinomios reales de grado menor o igual que
2 en la variable x. Sean a,b,c € R tres numeros diferentes. Considerar para
cada t € {a,b,c} la funcién L; : Ry[x] — R definida por L;(p(z)) = p(t);
es decir, L; es la funcion evaluacion en t. Verificar que estas tres funciones
son lineales y que forman una base para el espacio vectorial £L(Ry[x],R) de
funciones lineales L : Ry[z] — R.

Valor: 9 puntos.

a) Para cada una de las siguientes series, indicar para qué valores de = € R

convergen:
[eS) [eS)
Z " Inn
3 >
n=1 3 n=1 n

b) Indicar cudles de las siguientes series son absolutamente convergentes:

S BEIES

n=1 n=1

Valor: 9 puntos.



